Hypersurfaces symplectiques r\'eelles et pinceaux de Lefschetz r\'eels by Gayet, Damien
ar
X
iv
:m
at
h/
06
11
74
6v
2 
 [m
ath
.SG
]  
6 D
ec
 20
07
HYPERSURFACES SYMPLECTIQUES RÉELLES ET PINCEAUX
DE LEFSCHETZ RÉELS
DAMIEN GAYET
Abstrat
In a ompat sympleti real manifold, i.e supporting an antisympleti involu-
tion, we use Donaldson's onstrution to build a odimension 2 sympleti subman-
ifold invariant under the ation of the involution. If the real part of the manifold
is not empty, and if the sympleti form ω is entire, then there is an integer N
suh that for all k big enough, we an nd a hypersurfae Poinaré dual of Nk[ω]
suh that its real part has at least k
n
2
onneted omponents, up to a onstant
independant of k, and where 2n is the dimension of the ambient manifold. Finally
we extend to our real ase Donaldson's onstrution of Lefshetz penils.
Résumé
Dans le adre d'une variété sympletique ompate X2n réelle, 'est-à-dire possé-
dant une involution antisympletique, nous utilisons la onstrution de Donaldson
pour établir l'existene de sous-variétés sympletiques de odimension 2 invariantes
par l'involution. Si la partie réelle de la variété est non vide, et si la forme sym-
pletique ω est entière, alors il existe un entier N tel que pour tout degré k assez
grand, il existe une hypersurfae Poinaré duale à Nk[ω], telle que sa partie réelle
possède au moins k
n
2
omposantes onnexes, à une onstante indépendante de k
près, et où 2n est la dimension de la variété ambiante. Enn nous étendons au as
réel les résultats de Donaldson sur l'existene de pineaux de Lefshetz.
Code matière AMS: 14P25, 53D05, 14D06, 32Q15.
Introdution. Soit (X2n, ω) une variété sympletique ompate, et supposons
qu'il existe un bré en droites omplexes L de lasse de Chern [ω], e qui revient
à dire que les périodes de [ω] sont entières. Fixons de plus une struture presque
omplexe J ompatible ave ω. Dans [Do1℄, S.K Donaldson montre qu'il existe une
suite de setions (sk)k de L
k
approximativement J-holomorphe (en abrégé AH),
'est-à-dire dont le ∂¯ est majorée par une onstante indépendante de k, et dont la
dérivée ovariante est minorée aux endroits où sk s'annule par η
√
k, où η est une
onstante indépendante de k et stritement positive. Ainsi, pour k assez grand, le
lieu des zéros de sk est une variété lisse de odimension réelle 2. De plus, ette
sous-variété tend à devenir de plus en plus J-omplexe, si bien qu'elle devient sym-
pletique pour k assez grand.
On suppose dans et artile que (X,ω) possède une struture réelle, 'est-à-dire
une involution c vériant c∗ω = −ω. Peut-on alors onstuire une suite de setions
(sk)k de L
k
du type Donaldson, et dont le lieu d'annulation est invariant par c ?
La réponse est positive, et tient dans le
Théorème 1. Soit (X,ω, c) une variété sympletique réelle. Alors il existe une
hypersurfae sympletique invariante par c. Plus préisément, il existe une forme
sympletique ω˜ aussi prohe de ω qu'on veut, et un entier N tel que pour tout k
assez grand, il existe une hypersurfae sympletique réelle Poinaré duale à Nk[ω˜].
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Topologie de la partie réelle des hypersurfaes. Un problème en géométrie
réelle est de onnaître la topologie de la partie réelle, 'est-à-dire l'ensemble des
points invariants par c, des objets réels onstruits. Nous obtenons le résultat suivant
:
Théorème 2. Il existe une hypersurfae sympletique réelle sans partie réelle. Si
la partie réelle de X est non vide, il existe une forme sympletique ω˜ aussi prohe de
ω qu'on veut, un réel ǫ > 0 et un entier N tels que pour tout k assez grand, il existe
une hypersurfae sympletique réelle Poinaré duale à [Nkω˜] dont dont le nombre
de omposantes onnexes est au moins ǫk
n
2
. Cette borne est à une onstante près
optimale, dans le sens où pour toute suite de setions (sk)k AH et uniformément
η-transverse, il existe une onstante C telle que le nombre de omposantes onnexes
de la partie réelle de s−1k (0) est inférieur à Ck
n
2
.
Cas intégrable. Dans le as où J est intégrable, nous avons la proposition
suivante :
Proposition 1. Soit (X,ω, J, c) une variété projetive réelle. Alors toutes les hy-
persurfaes des théorèmes préédents peuvent être onstruites omplexes.
Pineaux de Lefshetz réels. Rappelons que si la dimension de X est 2n,
un système de oordonnées omplexes (z1, · · · , zn) entrées en un point x est dit
adapté si la forme sympletique ω est (1, 1) et stritement positive au point x pour
la struture omplexe induite par es oordonnées.
Dénition 1. Un pineau de Lefshetz sympletique assoié à une variété symple-
tique (X,ω) est la donnée de :
(i) Une sous-variété sympletique N de odimension réelle 4.
(ii) Une appliation surjetive F : X −N → P1
(iii) Un nombre ni de points ∆ ⊂ M − N en dehors desquels F est une sub-
mersion.
De plus, es données vérient les modèles loaux suivants :
(iv) Pour tout point p ∈ N , il existe une arte adaptée (z1, · · · , zn) pour laquelle
la sous-variété N a pour équation loale {z1 = z2 = 0} et telle que F = z2/z1.
(v) Pour tout point p ∈ ∆, il existe une arte adaptée (z1, · · · , zn) dans laquelle
F s'érit F (z) = z21 + · · ·+ z2n + c.
Enn, si (X,ω) est munie d'une struture réelle c, on dira que le pineau est réel
si
F¯ = F ◦ c.
Le théorème prinipal de [Do2℄ est le suivant :
Théorème 3. ([Do2℄) Soit (X,ω) une variété sympletique ompate telle que la
lasse de ohomologie [ω] soit entière. Alors pour k assez grand, il existe un pineau
de Lefshetz dont les bres sont Poinaré duales de k[ω].
Nous démontrons dans la deuxième partie de et artile que e théorème s'adapte
dans le as réel :
Théorème 4. Soit (X,ω, c) une variété sympletique réelle, telle que ω soit entière.
Alors il existe un pineau de Lefshetz réel.
Remeriements : je remerie Jean-Yves Welshinger pour m'avoir posé ette ques-
tion et pour ses judiieux ommentaires tout au long de e travail, ainsi que le
referee pour ses suggestions et orretions.
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1. Constrution d'une hypersurfae sympletique réelle
1.1. Strutures assoiées à la struture réelle. Strutures presque om-
plexes. Une première remarque démontrée dans [We℄ est qu'il existe une struture
presque omplexe J à la fois ompatible ave ω et rendant c antiholomorphe, 'est-
à-dire telle que dc ◦J = −Jdc. Dans toute la suite, J désignera une telle struture.
Forme sympletiques à valeurs entières. Pour que −iω soit la ourbure d'un
bré en droites omplexes, il faut que ses valeurs sur les 2-yles soient entières.
Le lemme suivant nous permet de réaliser ette ondition, tout en restant dans un
adre réel.
Lemme 1. Si ω n'est pas à valeurs rationnelles, on peut la perturber en ω˜ de sorte
que c reste antisympletique pour la nouvelle forme.
Démonstration. En eet, soit Z2+ le sous-espae vetoriel propre pour la valeur
propre +1 de l'endomrophisme −c∗:
−c∗ : Z2(X,R)→ Z2(X,R)
agissant sur les 2-formes fermées réelles. Le réseau Z2(X,Q) des 2-formes fermées
à valeurs rationnelles sur les 2-yles est invariant par −c∗, et son intersetion
Z2+ ∩ Z2(X,Q) est dense dans Z2+. On peut don perturber ω en un élément de
Z2(X,Q) tout en restant dans l'espae des formes invariantes par −c∗. ✷
Fibrés c-réels. Le lemme suivant est immédiat :
Lemme 2. Soit E un bré omplexe au-dessus de X. Alors l'appliation c de X
dans X se relève en un isomorphisme C-antilinéaire de brés cˆ : E → E si et
seulement si (c∗E)∗ = E.
Le problème est qu'il n'existe pas toujours une involution C-antilinéaire qui
relève c, voir par exemple [We2℄.
Dénition 2. Un bré E est dit c-réel s'il existe une involution antilinéaire de E
dans E relevant c. Dans e as, on désigne par κ : Γ(E) → Γ(E) l'involution sur
l'espae des setions de E induite par cˆ :
κ(s) = cˆ−1 ◦ s ◦ c.
Une setion s de E est dite symétrique si κ(s) = s.
Lemme 3. Soit L un bré en droites vériant L = (c∗L)∗. Alors L2 est c-réel.
Démonstration. Soit cˆ une appliation antilinéaire de L dans L relevant c. L'appliation
cˆ ◦ cˆ est un isomorphisme linéaire de L dans L relevant l'identité. Il existe don
une fontion omplexe a : X → C∗ telle que cˆ ◦ cˆ(x, λ) = (x, a(x)λ). En utilisant
l'égalité cˆ2 ◦ cˆ = cˆ ◦ cˆ2, on onstate que ette fontion a vérie l'identité :
a = a(c).
Si l'on veut onstruire un nouveau relèvement de c, il sut de diviser cˆ par une
appliation omplexe ne s'annulant pas : cˆφ =
1
φ cˆ. Ainsi, cˆ
2
φ = cˆ
2 1
φφ(c)
.Maintenant,
il est faile de vérier que l'appliation
cˆL2 =
1
a
cˆ⊗ cˆ
est une involution antilinéaire de L2 dans L2 relevant c. ✷
Fait : Soit (X2n, J) une variété presque omplexe munie d'une involution J-
antiholomorphe. Alors pour tout p et q inférieurs à n, le bré des (p, q)−formes est
4 DAMIEN GAYET
c-réel, et ont peut hoisir κ(β) = c∗β
Supposons que la partie réelle L = RX soit non vide. Dans e as, il est faile de
démontrer que L est une sous-variété lagrangienne. Par onséquent, la restrition
du bré en droites omplexes L à L est topologiquement triviale puisque sa lasse
de Chern [ω|L] est nulle. Quitte à remplaer L par une ertaine puissane L
N
, il
existe don une setion e de L ne s'annulant pas sur un voisinage V de L. Cei
nous permet de hoisir une involution de L partiulière :
Lemme 4. Si RX est non vide, et quitte à remplaer L par une puissane paire
L2N , pour toute setion trivialisante e de L sur le voisinage V de RX, de norme 1
sur V , on peut hoisir cˆ de sorte que cˆ(e) = e aux points de RX.
Démonstration. Soit f ∈ C∞(V, S1), telle que cˆ(e) = fe sur V . Etendons à X
ette appliation. Quitte à onsidérer L2 au lieu de L, l'appliation ff(c) admet
une raine arrée g qu'on peut hoisir égale à f sur RX et vériant g(c) = g.
Maintenant, le nouveau morphisme de bré c˜ = 1g cˆ est l'identité au-dessus de RX .
✷
1.1.1. Connexions réelles. On suppose dorénavant que L est un bré c−réel. Sur L
on xe une métrique hermitienne invariante par c, qui existe toujours. L'involution
κ s'étend à Γ(TX∗ ⊗ L) par :
κ : α⊗ λ 7→ c∗α⊗ κ(λ).
Si ∇ est une onnetion hermitienne, ∇s ∈ Γ(TX∗ ⊗ L), e qui nous permet de
onstruire une involution naturelle sur les onnexions de L par
κ(∇) = κ∇κ.
Il est alors aisé de démontrer le lemme suivant :
Lemme 5. Si ∇ est une onnetion hermitienne de ourbure −iω, alors κ(∇)
également. De plus pour toute onnexion κ-invariante, et toute setion s de L, on
a |∇κs| = |∇s|(c), de même que |∇0,1κ(s)| = |∇0,1s|(c).
On a par ailleurs le
Lemme 6. Il existe une onnexion unitaire ∇ de ourbure −iω et κ-invariante sur
X.
Démonstration. Si ∇0 est une onnexion hermitienne de ourbure −iω, alors ∇ =
1
2 (∇0 + κ(∇0)) onvient. ✷
Dans toute la suite, on munira notre bré d'une telle onnexion.
1.2. Le théorème de Donaldson [Do1℄. Soit (X,ω, J) une variété sympletique
ompate munie d'une struture presque omplexe J ompatible ave ω, 'est-à-dire
telle que ω(., J.) est une métrique riemanienne. Si ω est à périodes entières, il existe
un bré en droites omplexes L sur X , dont la lasse de Chern représente la lasse
[ω] ∈ H2(X,Z). Si l'on muni L d'une norme hermitienne, il existe une onnexion
unitaire ∇ sur L de ourbure −iω. Tous es objets ont une extension naturelle pour
haque puissane Lk du bré. En partiulier, on notera gk la métrique kg.
Dénition 3. Soit E un bré hermitien sur X. Une suite (sk)k de setions de E⊗
Lk est asymptotiquement holomorphe (AH) s'il existe une onstante C indépendante
de k, telle que pour tout k, |∇0,1sk| ≤ C, telle que sa dérivée est en norme inférieure
à C
√
k, et sa dérivée seonde en est de norme inférieure à Ck. La suite (sk)k est
de plus ǫ-transverse sur X s'il existe ǫ > 0, tel que pour tout x tel que |sk(x)| ≤ ǫ,
∇sk(x) admet un inverse à droite de norme inférieure à (η
√
k)−1.
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Le théorème prinipal de [Do1℄, originellement démontré si E = X × C, et
généralisé par Auroux pour le as général, est le suivant :
Théorème 5. (Donaldson, Auroux) Soit E un bré hermitien sur X. Pour toute
suite de setions (sk)k AH de E⊗Lk, et pour tout ǫ > 0 xé, alors il existe un η > 0,
une suite de setions (s˜k)k AH, η-transverse pour k assez grand, ave |sk− s˜k| ≤ ǫ,
et |∇sk −∇s˜k| ≤ ǫ
√
k.
Il nous faut rappeler les idées de la démonstration de e théorème, dans le as
où E est le bré en droites omplexes trivial. Pour tout réel D > 0 a priori xé, il
existe un reouvrement par ouleurs, 'est-à-dire par des ensembles de boules de
gk-taille égale à 1 et dont les entres sont gk-distants d'au moins D. Le nombre N
de es ouleurs augmente évidemment ave D, mais pas ave k. On perturbe en N
étapes la suite de setions sk par une somme pondérée de setions essentiellement
loalisées au-dessus des entres des boules d'une ouleur donnée. Plus préisément,
es setions sont du même modèle :
Lemme 7. Soit x ∈ X. Il existe une suite de setions (σk,x)k asymptotiquement
holomorphe satisfaisant les inégalités suivantes :
(1) |σk,x| ≥ 12sur Bgk(x, 1)
(2) |σk,x|C2 ≤ p(dk(x, y))e−dk(x,y)2
(3) σk,x a un support inlus dans Bgk(x, k
1/6) = Bg(x, k
−1/3),
où p est un polynme indépendant de k.
La perturbation sur une ouleur est faite de la façon suivante :
sk → sk +
∑
xi∈couleur
wiσk,xi .
A haque étape, un théorème de Sard permet de hoisir les wi de façon à e que
la nouvelle setion devienne η-transverse sur la nouvelle ouleur et le reste sur les
aniennes, mais pour un η de plus en plus petit. Le théorème de Sard utilisé est
quantitatif, e qui permet d'eetuer ette réurrene en un nombre d'étapes ne
dépendant pas de k.
1.3. Constrution de l'hypersurfae réelle. La plupart des outils tehniques
qui nous permettent d'obtenir le théorème 1 sont partiellement présents dans les
artiles [Do1℄, [Do2℄, [Au℄ et [Au,Mu,Pr℄. Dans e dernier artile il est démontré
que si L est une sous-variété lagrangienne munie d'une fontion de Morse réelle,
alors il existe un pineau de Lefshetz F à la Donaldson, tel qu'une isotopie de L
se projette par F sur un ar réel. Pour démontrer e résultat, les auteurs ont be-
soin de onsidérer L omme la partie réelle d'une stuture réelle semi-loale, et de
onstruire les perturbations de façon symétriques par rapport à ette struture au
voisinage de L. Dans notre as, nous devons onstruire les setions et leur pertur-
bation de façon symétrique, mais ette fois globalement sur tout X . Par ailleurs,
nous aimerions transversaliser n'importe quelle suite de setions AH symétrique,
pas néessairement à partir d'une fontion de Morse sur RX . Nous allons en fait
démontrer la proposition suivante.
Proposition 2. Soit E un bré hermitien c−réel, et (sk)k une suite de setions
symétriques et AH de E ⊗ Lk. Alors il est possible de la perturber en une suite de
setions symétriques, AH et transverse sur X.
Remarquons que le théorème 1 est une onséquene immédiate de ette propo-
sition, ave E = X × C.
Fait : on peut toujours hoisir le réseau de boules, ainsi que haque ouleur,
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invariante par c. De plus, on peut faire en sorte que si l'une de es boules renontre
RX , alors la boule est invariante par c.
Par soui de larté, nous démontrons le théorème pour E = X × C, puis nous
expliquerons les adaptations néessaires pour le as général.
Démonstration dans la as où E = X × C. Désignons par Λ′ (resp. I ′i) un
sous-réseau minimal (resp. de la ouleur Ii) tel que
⋃
x∈Λ′
Bgk(x, 1) ∪Bgk(c(x)), 1) = X,
(resp. pour la ouleur i, mutatis mutandis). Lors de la transversalisation sur une
boule de la ouleur Ii, si l'on perturbe la setion sk par wσk,p, on perd le aratère
réel. Nous avons don besoin d'un ranement du théorème de Sard quantitatif
présent dans [Do1℄ :
Proposition 3. Il existe un entier p et δ0 > 0, tels que pour tout 0 < δ < δ0, si
σ = δ log(δ−1)−p, et f une fontion omplexe dénie sur la boule B(0, 1110 ) ⊂ Cn
vériant
|f | ≤ 1, |∂¯f |C1 ≤ σ,
alors il existe une onstante w ∈ R , ave |w| ≤ δ, et f − w est σ-transverse sur la
boule unité de Cn.
Remarque : Notons que la seule diérene ave les propositions de [Do1℄ est que
l'on peut hoisir w réel.
Pour poursuivre, nous avons besoin également du ranement suivant du lemme 7,
qui nous permet de remplaer σk,x par une setion AH symétrique :
Fait : Pour tout x ∈ Λ′, la setion AH et symétrique
σˆk,x =
σk,x + κ(σk,x)
2
est de norme uniformément minorée sur Bgk(x, 1) ∪Bgk(c(x), 1).
On applique don le proédé de Donaldson sur les boules entrées sur les points
x de Λ′, mais en utilisant la proposition 3 appliquée à
f =
sk
σˆk,x
,
e qui permet de trouver un w rel de sorte que sk + wσˆk,x est symétrique et
transverse sur la boule Bgk(x, 1). On a alors par le lemme 5 la transversalisation
automatique sur les boules entrées sur les points de c(Λ′), e qui démontre le
théorème 1. ✷
Nous donnons maintenant une démonstration du ranement du lemme de Sard.
Démonstration de la proposition 3. La preuve suit jusqu'au dernier moment la
preuve lassique donnée par [Do1℄. L'appliation f vériant |∂¯f | ≤ σ peut être
C1-approhée par une appliation holomorphe f˜ sur la boule unité, et l'erreur est
inférieure à un multiple (borné) de σ. Ensuite il est possible de C1-approher f˜ de
σ par un polynme omplexe g de degré inférieur ou égal à C log(δ−1), où C est
une onstante ne dépendant que de la boule. Pour toute fontion omplexe h, soit
Yh,ǫ = {z ∈ B2n, |dxh| ≤ ǫ},
et Zh,ǫ le ǫ-voisinage tubulaire de f(Yh,ǫ). Nous avons l'inlusion : Zf,σ ⊂ Zg,cσ,
où c est une onstante de struture. Si l'on trouve un réel w dans un disque de
taille δ évitant Z(g, cσ), alors on a prouvé la proposition. Rappelons la
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Proposition 4. Soit P un polynme de Rm dans R, tel que 1 soit une valeur
régulière de P sur Bm, ainsi que de la restrition de P sur Sm−1. Alors le nombre
de omposantes du sous-niveau {P ≤ 1} ainsi que leur diamètre (pour la métrique
induite) sont p−bornés.
On dit qu'une quantité assoiée à un polynme est p-bornée si elle est ma-
jorée par une puissane du degré du polynme. Après une inme perturbation
de g, appliquons la proposition préédente au polynme réel |∂g/cσ|2, qui est
de degré C log(σ−1), où C est une nouvelle onstante de struture. Le diamètre
pour la métrique ambiante de l'image d'une omposante de Yg,cσ est majoré par
C′σ log(σ−1)p, où p est la puissane donnée par la proposition. Le voisinage σ-
tubulaire de Zg,cσ est don ontenu dans une réunion de log(σ
−1)p disques de
rayons égaux à σ log(σ−1)p + σ. Ce dernier ajout de σ ne hange rien, et on peut
l'oublier. L'intersetion de l'ensemble prohibé ave R reouvre don au plus une
longueur de σ log(σ−1)2p. Si le rayon du disque est par exemple σ log(σ−1)3p, il
reste enore beauoup de plae pour trouver un w réel dans le omplémentaire de
Zg,cσ dans [−δ, δ]. On obtient alors la proposition, en eetuant un hangement de
variables omme dans [Do1℄.
Démonstration de la proposition 2 dans le as où E est un bré hermitien quel-
onque. Nous suivons la démonstration de [Au℄ et l'adaptons en ours de route
à notre as. Elle onsiste à transversaliser sk omposante par omposante. Plus
préisément, on hoisit un reouvrement par des ouverts Ui de trivialisation du
bré E, tels que c(Ui) oïnide ave un autre Uj , et préisément Ui si Ui renon-
tre RX . On transversalise sur la moitié de l'ensemble de es paires d'ouverts en
ajoutant à sk des setions symétriques, si bien qu'automatiquement, ela donnera
la transversalisation sur le reste des ouverts. Supposons que sur un ertain Ui, les
r premières omposantes de sk, qu'on érit π≤rsk, forment une setion transverse,
et dénissent don une sous-variété sympletique Wk,r lisse sur Ui. Auroux mon-
tre qu' il est possible de transversaliser la restrition de la r + 1-ième omposante
πr+1sk surWk,r en lui ajoutant une petite setion AH τk,r. Il démontre ensuite que
ela implique automatiquement que π≤rsk ⊕ (πr+1sk + τr,k) est en fait transverse
sur tout Ui. Dans notre as, nous savons que Wk,r est invariant par c. Par ailleurs,
puisque la setion partielle π≤rsk est transverse, il est faile de voir qu'il existe un
ρ > 0 indépendant de k, tel que pour tout point x ∈ RX , l'intersetion de Bgk(x, ρ)
aveWk,r est toujours ou bien onnexe et de partie réelle non vide, ou bien est vide.
Pour le proédé de Donaldson, on onsidère don un réseau Λ′ invariant par c, et
entré sur des points de Wk,r , de boules Bgk(x, ρ). Il est alors possible d'appliquer
la démonstration dérite dans [Au℄, sans paramètre t, et en utilisant la proposition
3 pour haque transversalisation, et enn σˆk,x au lieu de σk,x. Au total, on a ajouté
des setions symétriques qu'on somme en une setion τk,r , de sorte que la setion
π≤rsk ⊕ (πr+1sk + τr,k) est symétrique et transverse sur Ui. Pour tout ouvert Ui
trivialisant E, on répète le proessus, dont le nombre de pas ne dépend que de E
et X , si bien qu'au total, on obtient la proposition 2 dans toute sa généralité. ✷
1.4. Uniité. Nous démontrons maintenant une version d'uniité des hypersur-
faes réelles onstruites :
Proposition 5. Soient (s1,k)k et (s2,k)k deux suites de setions de E ⊗ Lk AH,
transverses et symétriques, et telles que s1,k(x) = s2,k(x) pour tout x ∈ RX. Alors
pour tout k assez grand, il existe une isotopie de setions AH et transverses reliant
les lieux d'annulations de s1,k et s2,k.
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Démonstration. Pour failiter la leture, nous démontrons ette proposition dans
le as où E = X × C. Tout omme dans [Au℄, on onsidère la suite de setions
symétriques st,k = ts1,k + (1− t)s2,k, et l'on va montrer qu'on peut transversaliser
ette suite uniformément en t. Le problème prinipal est que la proposition 3,
ontrairement à sa version plus souple de [Do1℄, n'admet pas de généralisation ave
un paramètre. En eet, le lieu des w réels interdits à haque temps t est ertes
très petit, mais sépare en général l'axe des réels en au moins deux parties, au sein
desquelles il faut hoisir wt. Or l'une de es parties peut disparaître pour un ertain
t, si bien qu'il faudrait alors hoisir des wt disontinus, e qui n'est évidemment
pas possible. Nous verrons plus bas que la ondition d'égalité des deux setions
aux points de RX permet de s'abstenir de ette version. En dehors d'un voisinage
de g-taille xe de RX , nous pouvons utiliser la version paramétrique d'Auroux
(proposition 3 dans [Au℄), et additionner à st,k la setion wtσk,x+wtκ(σk,x). Cette
dernière est symétrique, et puisque les supports de σk,x et κ(σk,x) sont disjoints,
d'une part la transversalité aquise d'un té, sur Bgk(x, 1), n'est pas perturbée par
le terme wtκ(σk,x), d'autre part par le lemme 5, la transversalité est spontanément
aquise de l'autre té, sur c(Bgk(x, 1)) par e dernier terme.
Maintenant, étudions la situation sur une boule Bgk(x, 1), ave x ∈ RX . Après
trivialisation par le lemme 9 i-dessous, nous utilisons le lemme suivant :
Lemme 8. Soit f une fontion omplexe dénie sur 2B2n, vériant |∂¯f |C1 < ǫ,
et f(x) = 0 pour tout x dans Rn. Alors |f |C1(B2n) < cǫ, où c est une onstante
indépendante de f et de ǫ.
Démonstration. Pour démontrer e lemme, on ommene par trouver grâe au
lemme 28 de [Do1℄ une fontion holomorphe f˜ sur 32B
2n
telle que
|f − f˜ |C1( 3
2
B2n) < Kǫ,
où K est une onstante indépendante de f et de ǫ. Ensuite, le lemme 27 de [Do℄
nous donne un polynme omplexe p, tel que |f˜−p|C1 < ǫ. On a don par la seonde
hypothèse |p|Rn |C1 < (K +1)ǫ, e qui implique, puisque p est omplexe, l'existene
d'une onstante c > 0 telle que |p|C1 < c(K + 1)ǫ, et don |f |C1 < (1 + c)(K +1)ǫ.
✷
En appliquant e lemme à f =
s1,k−s2,k
σk,x
via la traditionnelle renormalisation
par 1/
√
k, on obtient que s1,k − s2,k est en norme inférieure à C/
√
k, et sa dérivée
ovariante inférieure en norme à C (pour la métrique g). C'est don également vrai
pour st,k − s2,k uniformément en t, et puisque s2,k est transverse sur Bgk(x, 1), la
setion st,k l'est aussi, pour k assez grand.
Il reste maintenant à transversaliser st,k dans l'espae entre les deux régions
préédentes. Pour ela, il nous faut un ranement de la proposition 3 de [Au℄, qui
est donné par la proposition suivante de [Au,Mu,Pr℄ :
Proposition 6. [Au,Mu,Pr℄ Soit C > 0, ǫ > 0. Alors il existe un entier p et
une onstante δ0, tels que pour tout 0 < δ < δ0, si σ = δ(log(δ
−1))−p et ft, ht
deux hemins ontinus paramétrés par [0, 1] de fontions omplexes sur la boule
B(0, 1110 ) ⊂ Cn vériant les majorations suivantes :
|ft| ≤ 1, |∂¯ft|C1 ≤ σ, |ht| ≤ 1− ǫ, |dht| ≤ C, |∂¯ht|C1 ≤ σ.
Alors il existe un hemin ontinu wt ∈ C vériant |wt| < δ, tel que ft − wt − w¯tht
soit σ-transverse à 0 sur la boule unité de Cn.
Maintenant, il sut d'ajouter à st,k la setion wtσk,x+w¯tκ(σk,x), où wt est déter-
minée par la proposition préédente. En eet, la setion st,k − wtσk,x − w¯tκ(σk,x)
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orrespond à la fontion
ft =
st,k
σk,x
− wt − w¯t κ(σk,x)
σk,x
.
Quitte à prendre des boules de trivialisations assez petites (de gk-taille indépen-
dantes de la boule et de k), les deux points x et c(x) sont à une gk-distane d'au
moins 2, si bien que la fontion ht = h =
κ(σk,x)
σk,x
et ft vérient les hypothèses de la
proposition. ✷
1.5. La partie réelle de l'hypersurfae sympletique. Dans e paragraphe, on
suppose que la partie réelle est non vide. Le but est de onstruire des hypersurfaes
réelles sympletiques dont le lieu réel est ou bien vide, ou bien non vide, et dans e
as de maximiser si possible sa topologie. Nous pouvons énoner deux propositions
simples. Le premier as est minimal, puisque la partie réelle est vide :
Proposition 7. Il existe une hypersurfae sympletique de partie réelle vide.
Démonstration. Dans [Au,Ga,Mo℄, les auteurs ont onstruit une setion AH de
norme uniformément minorée au-dessus d'une sous-variété lagrangienne L donnée.
Ce théorème est rané dans le lemme 5.4 de [Au,Mu,Pr℄, où la setion est ette
fois loalement symétrique au voisinage de L si elle-i est loalement la partie
réelle d'un involution antisympletique, et s'annule au-delà de e voisinage, e qui
onvient à notre situation. Il sut alors de transversaliser par notre proposition 2
pour obtenir une setion symétrique et ne s'annulant pas sur RX . ✷
La proposition suivante herhe, au ontraire, à maximiser la topologie de la
partie réelle de l'hypersurfae :
Théorème 6. Soit (X2n, ω, J, c) une variété sympletique réelle de partie réelle
non vide. Si [ω] est rationnelle, il existe un ǫ > 0 tel que pour tout k assez grand, il
existe une hypersurfae sympletique réelle Poinaré duale à 2k[ω] et une suite de
setions AH (sk)k, tel que le nombre de omposantes onnexes de sa partie réelle
est au moins ǫk
n
2
.
Remarque 1. Rappelons que dans [Do1℄, il est démontré que les hypersurfaes
sont toujours onnexes pour n ≥ 2.
Remarque 2. En dimension 4, notre théorème donne une minoration en ǫk, e
qui est à omparer ave le théorème d'Harnak, qui majore dans CP 2 omplexe le
nombre d'ovales d'une ourbe holomorphe réelle par une borne de l'ordre de k2/2.
Remarque 3. Les hypersurfaes de Donaldson tendent à remplir tout l'espae, et
don n'ont pas de raison partiulière de se onentrer sur la partie réelle de X . On
a en eet ( [Do1℄, proposition 40) :
1
k
Zk → ω
en tant que ourants. On peut don s'attendre, dans notre as, à e que la par-
tie réelle de es hypersurfaes soit relativement représentative de elle du lieu
d'annulation d'une setion prise au hasard.
Remarque 4. Dans [Ed,Ko℄, les auteurs démontrent que dans CP 1 et pour une
ertaine mesure naturelle sur les polynmes de degré k, le nombre moyen de raines
réelles d'un polynme réel est
√
k, e qui est préisément notre as à une onstante
près.
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La proposition suivante montre que de toutes façons il ne fallait pas s'attendre à
obtenir vraiment mieux que e qu'ore le théorème préédent :
Proposition 8. Soit (X2n, ω, J, c) une variété sympletique réelle de partie réelle
non vide, et (sk−k une suite de setions AH, uniformément transverse et symétrique.
Alors il existe une onstante C indépendante de k, telle que le nombre de om-
posantes de la partie réelle de s−1k (0) n'exède pas Ck
n
2
.
Démonstration de la proposition 7. Soit x un zéro quelonque de sk. Puisque sk
est transverse, il existe un ǫ > 0 tel qu'en x, |∇sk| ≥ 2ǫ
√
k. Par ailleurs ∇∇sk
est un O(k), si bien que pour η assez petit indépendant de k, la dérivée reste en
norme supérieure à ǫ
√
k sur la boule Bgk(x, η). Il s'ensuit (f. [Au℄, partie 3.3)
que sur ette boule, l'hypersurfae est triviale. Par onséquent, haque omposante
onnexe de s−1k (0) ∩ RX ontient une boule de rayon η/
√
k, telle que deux de es
boules ne s'intersetent pas. Si N est le nombre de es omposantes, N(η/
√
k)n est
don majoré par le volume de RX , e qui implique la ontrainte N ≤ Ck n2 pour
une onstante C indépendante de k. ✷
Démonstration du théorème 6. Nous avons d'abord besoin du lemme suivant :
Lemme 9. Soit x ∈ L. Alors il existe une appliation φ : Bg(x)→ Cn vériant :
(i) φ(x) = 0
(ii) φ∗ω0 = ω
(iii) φ(L) = Rn
(iv) φ∗J0|L = J|L
(v) φ se relève en un isomorphisme entre L et le bré trivial sur Cn.
(vi) c˜ = φ∗c, où c0 est la onjugaison sur C
n
et vérie dc˜ = dc aux points de L.
Démonstration du lemme. Les inq premières propriétés sont lassiques (f. [Au,
Mu, Pr℄). Quant à la dernière, remarquons d'abord que dc|TL = dc˜|TL. Ensuite, si
λ est un veteur normal à TL, alors Jλ ∈ TL, et don
dc˜(λ) = −dc˜(J2λ) = Jdc˜(Jλ) = J2λ = −λ = dc(λ)
e qui démontre le (vi). ✷
L'idée est de prendre sur RX un réseau dont la maille est de gk-taille D, la
onstante D étant indépendante de k, puis pour haque sommet xi, de onstruire
une suite de setions τi,k susamment transverse, et dont la partie réelle du lieu
d'annulation est loalement et approximativement une hypersphère inluse dans
Bgk(xi, 1). Ce qui suit traite en fait d'une situation plus générale. Soit f : B
2n → C
une fontion holomorphe, non singulière, vériant f(z¯) = f(z) pour tout z ∈ 2B2n,
et telle que la partie réelle de son lieu d'annulation soit inluse dans la boule ouverte.
L'exemple dont on se servira est
f(z1, · · · , zn) = z21 + · · ·+ z2n −
1
2
.
Dans e modèle loal, la suite de setions
τk(z) = f(z
√
k)e−k|z|
2
est holomorphe et symétrique. Elle est de plus uniformément ǫ-transverse pour un
ǫ donné sur la boule. En eet, remarquons d'abord le fait suivant :
∃η > 0, |f | < η
2eC
=⇒ |df | > η,
où C est elle que |∇e−k|z|2 | ≤ C
√
k. Si bien que si |τk| < η/2e2C, alors
|∇τk| ≥
√
k|df |e−k|z|2 − |f ||∇e−k|z|2 | ≥
√
kηe−1/2,
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e qui démontre la transversalité uniforme de τk. De plus, il est lair que la dérivée
de τk est en norme inférieure à C
′
√
k, où C′ ne dépend pas non plus de k. Enn,
la restrition à Rn de la suite de setions est également transverse, pour les mêmes
raisons que préédemment.
Nous utilisons le lemme préédent an de rapatrier ette suite de setions sur
notre variété sympletique. Nous noterons τi,k la setion φ
∗
i τk, où φi est le dif-
féomorphisme du lemme, entré sur le point xi. La suite de setions obtenue est
AH, symétrique, et ǫ-transverse pour un ǫ qu'on peut hoisir uniforme pour tout
point du réseau puisque la partie réelle RX est ompate. Le proédé de ut-o
traditionnel hez Donaldson ne vient pas perturber es propriétés. En revanhe, la
transversalité n'est plus vraie que sur une boule qu'on peut hoisir de gk-rayon 1.
Maintenant, nous faisons la somme de toutes es setions. Si la maille D du
réseau est susamment grande, mais indépendante de k, la somme de toutes les
autres ontributions laisse transverse haune des setions partiulières. En eet,
la norme C0 (resp. C1) de la somme de toutes les autres ontributions que τi,k est
majorée par :
|
∑
xj∈Réseau\{xi}
τxj ,k| ≤ Ce−D
|
∑
xj∈Réseau\{xi}
∇τxj ,k| ≤ Ce−D
√
k.
Au total, pour D assez grand (indépendant de k) la transversalité d'origine au
point xi est préservée par les ajouts des autres fontions τ sur la boule Bgk(xi, 1).
La setion ontinue don à s'annuler sur RX sur une sous-variété isotope à la
réunion des hypersphères, et e dans un voisinage tubulaire de elles-i et de gk-
taille de l'ordre de e−D/ǫ, bien inférieure à elle qui sépare x des autres points
du réseau, si l'on hoisit D assez grand. On a don réé autant d'hypersurfaes
(déformées des hypersphères) d'annulation que de points du réseau, soit ǫ′
√
k, où ǫ′
est une onstante assez petite ne dépendant que de la géométrie de (X,ω). Enn,
la proposition 2 nous permet de perturber sk en une suite de setions transverses
et symétriques. Si la perturbation est assez faible, les pseudo-hypersphères réelles
ne sont pas détruites, et le théorème est démontré. ✷
1.6. Le as intégrable. Démonstration de la proposition 1. La proposition 1
est déduite de la onjontion des résultats préédents, et du fait fondamental que
lorsque J est intégrable, 'est-à-dire que X est une variété Kähler, il est possible (f.
[Do1℄, proposition 34) de rendre les setions onentrées du lemme 7 holomorphe.
Par ailleurs il est lair que si s est une setion holomorphe, κ(s) est également
holomorphe. Dans notre as, il est ruial de trouver, pour tout point p de RX ,
une setion symétrique onentrée et holomorphe du type prédédent. Il sut omme
dans la partie 1.3 de hanger la phase de σk,p, puis de prendre
1
2 (σk,p + κ(σk,p)),
qui onserve toutes les propriétés souhaitées. En utilisant la version holomorphe
de es setions onentrées, on obtient tous les résultats préédents dans le adre
omplexe. ✷
2. Pineaux de Lefshetz réels
L'existene de pineaux de Lefshetz réels se fait en perturbant une paire de
setion AH. La proposition suivante (f. Dénition 5 de [Do2℄ et Proposition 5.5
de [Au,Mu,Pr℄) représente la première étape à réaliser avant le théorème :
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Proposition 9. Soient s0 et s1 des suites de setions AH et symétriques. Alors
pour ǫ > 0 assez petit, il existe une suite de setions τ0⊕τ1 de Lk⊕Lk symétriques,
telle que :
1. La setion s0 + τ0 est ǫ-transverse.
2. La setion (s0 + τ0)⊕ (s1 + τ1) est ǫ-transverse,
3. La (1,0)-dérivée ∂F de la fontion omplexe F = (s1 + τ1)/(s0 + τ0), est
ǫ-transverse sur l'ensemble Zk,ǫ = {|s0 + τ0| ≥ ǫ}.
4. F (c) = F¯ .
2.1. De la proposition 8 au théorème 4. Dans e paragraphe, nous supposons
que la proposition préédente est vraie, et nous démontrons sous ette hypothèse
que haune des onditions de la dénition 1 est vériée.
2.1.1. Propriété (iv). Nous devons perturber les suites de setions s0 et s1 an de
satisfaire à la ondition de la propriété (iv) de la dénition 1. Cette perturbation est
réalisée dans [Do2℄, pp 214-215, Lemme 11. Comme d'habitude, nous devons nous
assurer que nous pouvons la réaliser de façon symétrique. Rappelons le prinipe
de [Do2℄. En un point x de N = {s0 = s1 = 0}, l'espae TxN est le noyau de
l'opérateur :
Dx := ∇s0 ⊕∇s1 : TxX → Lkx ⊕ Lkx.
Soit N0 le supplémentaire sympletique de TxN dans TxX . L'opérateur Dx établit
un isomorphisme (réel) entre N0 et L
k
x ⊕ Lkx, et induit ainsi par tiré en arrière une
struture omplexe j(D) sur N0.
Lemme 10. (Lemme 11 de [Do2℄) Pour tout point x dans N , F = s1/s0 peut être
représentée sous la forme (iv) de la dénition 1 si et seulement si la restrition de
la forme sympletique ω à N0 est une forme (1,1) pour j(D) et positive.
Nous démontrons maintenant le lemme suivant :
Proposition 10. Il existe une perturbation de s0⊕s1 de sorte que F soit symétrique
et vérie les onditions du lemme préédent.
Démonstration. La démonstration de la proposition se fait en deux temps. D'une
part il nous faut trouver une struture omplexe j sur haque bre N0 symétrique
par rapport à c, telle que ω|N0 soit (1, 1) pour j. D'autre part, un théorème
d'inversion loale nous permet de perturber symétriquement les setions s = s0⊕s1
en s˜ de sorte que j = j(D(s˜)). Soit
π : TX → N0
la projetion sympletique sur N0. Par dénition de N0, g, ω et J , l'endomorphisme
πJ : N0 → N0 vérie
g(u, v) = ω(u, πJv) ∀u ∈ N0, ∀v ∈ N0.
Si πJ n'est pas tout à fait une struture omplexe, e n'est pas loin :
(πJ)2 = −Id|N0 +O(1/
√
k).
En eet, N0 et TN sont approximativement des variétés J-omplexes, à C/
√
k près,
e qui implique que
|J − πJ | ≤ C/
√
k,
et don aussi l'estimation préédente. De plus, on peut perturber a = πJ en une au-
thentique struture omplexe j surN0, par la méthode lassique suivante. Il est lair
que a est antiautoadjoint relativement à la métrique g|N0 . Soit q l'endomorphisme
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déni omme la raine arrée de −aa∗. L'appliation j = aq−1 est alors une stru-
ture omplexe ompatible ave ω|N0. L'estimation préédente montre que
|πJ − j| ≤ C/
√
k.
Enn, haun des éléments étant (anti)ovariants par dc, le résultat est également
ovariant par dc, i.e c∗j = −j.
Montrons maintenant que ette struture est atteinte par l'intermédiaire d'une
perturbation des setions de départ. Pour ela, soit J0 l'ensemble des strutures
omplexes sur N0. l'appliation :
j : Gl(N0, L
k ⊕ Lk) → J0
D 7→ D−1iD,
où i est la struture omplexe sur Lk ⊕Lk. Puisque s0 ⊕ s1 est asymptotiquement
holomorphe, on a
||j(∇s)) − πJ || ≤ C|(∇s)−1| ≤ C/(η
√
k),
puisque la norme de l'inverse de Dx est inférieure à 1/(η
√
k), en vertu de la
η−transversalité de la setion s = s0 ⊕ s1, et que s est AH, don son ∂¯ est in-
férieur en norme à C. La diérentielle de j en D est
dDj(H) = −D−1HD−1iD +D−1iH = 2D−1H0,1j(D),
où la partie (0, 1) de l'opérateur H est entendue en fontion des strutures om-
plexes j(D) et i. Cette diérentielle est surjetive, ar
Tj(D)J0 = {K, Kj(D) + j(D)K = 0},
et K = dDj(H) équivaut à H
0,1 = − 12DKj(D), équation qui possède une solution
ar l'opérateur DKj(D) est (0, 1). De plus, il existe des onstantes ǫ > 0 et c
indépendantes de k, telles que
ν(dD(s)j) ≥ ǫ et |j|C2 ≤ c.
Enn, on a vu préédemment que |j(D(s)) − j| ≤ C/
√
k. En onlusion, le
théorème des fontions impliites nous donne l'existene d'un opérateur D˜ tel que
j(D˜) = j et |D˜ −D(s)| ≤ C/
√
k.
Dans notre as, au lieu de onsidérer les setions du bré Gl(N0, L
k⊕Lk), on hoisit
les setions dc-équivariantes de e bré, 'est-à-dire les opérateurs D tels que
Dc(x)dxc = dc(x)Dx.
L'appliation j étant équivariante, le résultat est qu'il est possible de trouver un D
équivariant résolvant j(D) = j. Maintenant, il sut de perturber s = s0⊕s1 en s˜ de
façon équivariante sur un voisinage de N de taille onstante (pour la métrique gk)
an que le nouveau D(s˜) soit égal à D˜. Cei peut se faire sans hanger l'ensemble
N . ✷
2.1.2. Propriété (v). Nous suivons maintenant les pages 209 à 213 de [Do2℄, dont
le ontenu permet de perturber la fontion F = s1/s0 de sorte qu'elle onvienne au
modèle (v) de la dénition 1. Pour ela, rappelons le ontenu de la proposition 9
de [Do2℄ :
Proposition 11. Soit ∆ = {∂F = 0}, Γ = {|∂F | ≤ |∂¯F |}, et enn Ωχ = {|s0| ≥
χ}. Alors
(1) ∆ est un ensemble ni.
(2) Il existe χ et ρ0 indépendants de k tel que les gk-boules entrées sur les
points de ∆ et de taille ρ0 soient disjointes et ontenues dans Ωχ.
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Fixons x un point de ∆. La dérivée ovariante (induite par la onnexion de
Levi-Civita) de la 1-forme ∂F se déompose de la façon suivante :
∇(∂F ) = ∂∇(∂F ) + ∂¯∇(∂F ).
Puisque l'involution est anti-holomorphe et isométrique, et que F (c) = F¯ , on ob-
tient failement que
c∗∂∇(∂F ) = ∂∇(∂F ).
Soit H(z) =
∑
Hαβzαzβ un polynme omplexe en des oordonnés adaptées au
point x à ω, et tel que sa hessienne en x soit égale à ∂∇(∂F ). La perturbation de
F dans le as lassique sur Bgk(x, ρ) se fait de la façon suivante :
F˜ (z) = βρ(w +H(z)) + (1− βρ)F (z),
où βρ est une fontion plateau à support dans Bgk(x, ρ) Le lemme de [Do2℄ dérit
l'eet de ette modiation :
Lemme 11. Pour ρ assez petit, k = k(ρ) assez grand, et w assez prohe (relative-
ment à ρ) de F (x), alors x est le seul point de Bgk(x, ρ) où |∂F | ≤ |∂¯F |.
Si x appartient à ∆ ∩ RX , F (x) est réel, si bien qu'il sut de hoisir w réel
pour que la perturbation préédente réalise la ondition (v), tout en laissant F
symétrique. Si x appartient à ∆ mais pas à RX , on transforme F en
F˜ (z) = βρ(w +H(z)) + (1− βρ)F (z) + c∗(βρ(w +H(z)) + (1− βρ)F (z)).
La proposition 10 montre que si x et c(x) sont diérents, alors ils sont forément
gk-distants d'au moins ρ0. Le lemme préédent montre alors que si ρ est assez
petit, les supports des deux parties de la fontion perturbatrie ne se renontrent
pas, si bien qu'on obtient sans eort la propriété (v) en x et c(x). Par ailleurs en
hoisissant w de sorte que F (x) + w ne soit pas réel, on a F˜ (x) 6= F˜ (c(x)).
2.2. Démonstration de la proposition 8. Les propriétés 1 et 2. La pro-
priété 1 a été réalisée dans la première partie. Pour la propriété 2., nous reprenons
les arguments de la partie 3.3 dans [Au℄, (f. aussi [Au,Mu,Pr℄, ainsi que notre
proposition 2 ave E = C2). Le lieu des zéros Z0,k de s0 est une hypersurfae
sympletique réelle, telle que la distane entre TZ et JTZ est en 1/
√
k. On peut
alors appliquer la première partie à la suite de setions s1|Z0,k , 'est-à-dire la rendre
transverse sur Z0,k tout en la laissant symétrique pour la struture réelle induite
par c. La morphologie de Z0,k varie ave k, mais ela ne pose pas de problèmes
(f. [Au℄ pour les détails). Maintenant, si la restrition de s1 est transverse, s1
est également transverse dans l'espae ambiant aux points de Z0,k. Enn, on peut
onstater qu'alors la setion perturbée s0 ⊕ s1 est transverse sur un voisinage xe
de Z0,k.
Propriété 3 : la transversalisation de ∂(s1/s0). Il reste à transversaliser la
setion f = ∂(s1/s0). Cela se fait sur trois types d'endroits : hors d'un voisinage
de g-taille xe, sur un gk-voisinage xe de RX , et enn entre les deux préédents.
Dans le premier as, nous suivons la onstrution de Donaldson. Etant donné que
d'une part les supports des setions sk et κ(sk) sont disjoints, et que d'autre part
la ondition de transversalité de ∂(s1/s0) est invariante par c, il sut de réaliser
la perturbation sur la moitié des boules, et de perturber par g + c∗g plutt que
simplement par g. La transversalisation dans la dernière situation intermédiaire
est réalisée dans [Au,Mu,Pr℄ (p. 22). Leur travail s'adapte immédiatement à notre
as. En e qui onerne la seonde situation, dans le as traité par [Au,Mu,Pr℄,
la paire de setions est telle que la restrition de leur rapport est une fontion de
Morse donnée sur RX , si bien que la transversalisation de f est déjà faite. Dans
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notre as, nous partons de deux setions quelonques, si bien qu'il est néessaire de
transversaliser près de RX . Néanmoins, nous utilisons essentiellement la méthode
des trois auteurs préédemment ités. La transversalisation de f par [Au,Mu,Pr℄
utilise une réurrene de la façon suivante. Soit U un ouvert onnexe, simplement
onnexe et invariant par c. Choisissons des setions αi orthonormales du bré trivial
T 1,0X|U , et nommons Ar le bré en droites omplexes engendrées par les valeurs
de αr. On a don
⊕r=n
r=1 Ar = T
1,0X|U . Soit de plus π≤r la projetion de T
1,0X
sur Er =
⊕
i≤r Ar, et πr la projetion sur Ar.
Le prinipe de réurrene utilise le lemme suivant :
Lemme 12. ([Au℄) Si s est une setion de E⊗Lk transverse sur W = {s = 0}, et τ
une setion AH de Lk telle que t|W est transverse sur W , alors s⊕ t est transverse.
Ainsi, on suppose que π≤rf est transverse sur Wr = {π≤rf = 0}. On tente
ensuite de perturber F pour obtenir la transversalisation sur Wr de πr+1f . Au
bout de n itérations, on obtient la transversalisation de F sur l'ouvert. Supposons
don que π≤rf soit transverse sur Wr. Nous reouvrons l'intersetion de Wr ave
le voisinage de RX par des boules entrées sur des points de RX (et non pas sur
des points de Wr omme dans [Au,Mu,Pr℄).
Soit x ∈ RX un de es entres, et (zi) des oordonnées omplexes entrées x,
telles que pour tout i, ∂zi(x) = αi(x). Puis perturbons s1 de la façon suivante :
s′1 = s1 + wzr+1σk,x.
On a alors ∂(s′1/s0) = ∂(s1/s0) + w(σk,x/s0∂(zr+1) + zr+1∂(σk,x/s0)). Rappelons
qu'il est néessaire de transversaliser f uniquement sur Xǫ,k = {|s0| ≥ ǫ}. Si on
appelle ζ la setion de Ar+1 dénie par
ζ = (σk,x/s0)πr+1(∂zr+1) + zr+1πr+1(∂(σk,x/s0))),
alors ζ est uniformément minorée sur Wr ∩ Xǫ,k ∩ Bgk(x, ρ), si ρ est susam-
ment petit (par rapport à ǫ et indépendamment de k et x). En eet, l'estimation
|∂(σk,x/s0)| ≤ C
√
k (C dépend ette fois de ǫ) montre que pour ρ assez petit (par
rapport à ǫ), la seonde moitié de ζ est inférieure en norme à 1/10 de la norme de la
première partie, qui est minorée par une onstante stritement positive dépendant
de ǫ. La setion
πr+1(∂(s
′
1/s0)) = πr+1(∂(s1/s0)) + wζ
est don bien dénie sur l'intersetion de Wr ave la boule Bgk(x, ρ) et Xǫ,k, ainsi
que la fontion
fw =
πr+1∂(s1/s0)
ζ
+ w.
Pour toute omposante onnexe C de l'intersetion de Wr,w ave la boule Bk(x),
on hoisit une trivialisation (f. [Au℄ et [Au, Mu, Pr℄) de C. La restrition à elle-
i de la fontion possède les estimées d'holomorphie asymptotique. Maintenant la
proposition 4 permet de trouver un w réel tel que fw|C devienne η-transverse sur
C. On reommene le proessus pour toutes les omposantes, en nombre borné
indépendant de k (mais dépendant de ǫ), pour transversaliser fw|Wr,w . Au total, la
setion
πr+1(∂(s1/s0) + wπr+1∂(zr+1σk,x/s0)
est symétrique sur X , et transverse sur Wr,w. Par réurrene, on obtient don le
résultat.
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